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SaZetak: U ovom radu prikazacemo znacaj metoda rezolucije i metoda tabloa u
iskaznoj logici. Metodom rezolucije ispitujemo da li je zadati skup klauza zadovoljiv ili nije,
a metod tabloa koristimo za pobijanje iskazne formule, tj. za utvrdivanje njene
nezadovoljivosti.

Kljucéne reci: metod rezolucije, metod tabloa, iskazna logika.

Uvod

Ponekad je teSko prona¢i dokazni niz u iskaznom racunu L za neku
formulu, jer dokazni niz se ne vidi iz same formule koju treba dokazati, nego se Cesto
treba necega dosetiti. Prema tome, nije lako izvrSiti na raCunaru traganje za
dokazom u Hilbertovom deduktivhom sistemu L. Metod rezolucije je postupak za
dokazivanje da li je neka iskazna formula zadovoljiva, a koji se moze lakSe
implementirati na racunaru. Kako je formula tautologija, ako i samo ako njena negacija
nije zadovoljiva, metod rezolucije se moZe koristiti za dokazivanje da li je neka
formula tautologija. Formulisao ga je Alan Robinson 1965. godine (u radu pod
naslovom ”A machine oriented logic based on the resolution principle”), oslanjajuci
se na mnogobrojne rezultate koji su prethodili tom otkricu. On se primenjuje za
formule koje su u konjunktivnoj normalnoj formi (KNF), tj. za formule koje su
konjunkcije nekih disjunkcija (Janici¢, 2008). Metod semantickih tabloa prvi je
opisao Evert 1955. godine, a dalje ga je razvio Rejmond Smaljan 1971. godine. On se
¢esto naziva i metodom analitickih tabloa. Za razliku od metode rezolucije, metoda
analitickih tabloa se primenjuje u vecini logika koje se koriste u racunarstvu. U
postupku izvodenja se koriste samo podformule polaznih formula, odakle potice
pridev analiticki u imenu metode (Janicic, 2008).
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Metod rezolucije

Za svaku iskaznu formulu postoji njoj ekvivalentna formula koja je u
konjunktivnoj normalnoj formi. Algoritam za dobijanje konjunktivne normalne
forme neke iskazne formule ima sledece korake:

e climinisati veznike = i ¢ kori$¢enjem relacija:

A=>B =-AVBi AeB=(A=>B)A(B=> A)

e relacije "(AAB) = (mAV-=B) i =(AVB) = (=A A —B)koristiti s leva

na desno koris¢enjem De Morganovih zakona

e ecliminisati duple negacije =—A = A

e koristiti zakon distributivnosti AV (BAC)=(AVB)A(AV ()

Definicija I: neka je S skup iskaznih slova. Literal je svako iskazno slovo ili
negacija iskaznog slova, tj. svako p odnosno —p, gde p € S.

Definicija 2: literali L1i L2 su komplementarni, ako je jedan od njih atomicka
formula, a drugi njena negacija.

Definicija 3: klauza je konaan skup literala koji ne sadrZi suprotne literale.
Neprazna klauza C predstavlja formulu koja se dobija disjunkcijom literala iz C.
Jedini¢na klauza je klauza koja sadrzi tacno jedan literal.

Prazna klauza, u oznaci @, je klauza koja ne sadrzi ni jedan literal i
predstavlja proizvoljnu kontradikciju. Neka je S = C4, Cy, ..., C,, skup klauza, i neka
klauze C; Cy, ..., C,, predstavljaju redom formule Aq, A, ..., A,. Tada skup klauza S
predstavlja formulu A; A A, A ... A A, 1 obrnuto, kaZzemo da je S klauzalna forma
formule A; AA; A LLAA,.

Posto je klauza disjunkcija literala, neka interpretacija I zadovoljava klauzu C ako
zadovoljava bar jedan njen literal, pa prazna klauza nikada nije zadovoljena. Skup
klauza je zadovoljen pri interpretaciji [ ako su pri I sve klauze tacne. Prazan skup
klauza je uvek tacan. Dva skupa klauza S;i S, su ekvivalentna, ako ih
zadovoljavaju iste interpretacije. Ponekad ¢e biti pogodno klauzu shvatiti kao skup
literala, tako da se umesto p V —q piSe samo {p, =q}. Pri tome se podrazumeva da
to nije nikakav nov pojam, ve¢ samo zgodniji zapis, kao i da je skup literala koji
¢ine klauzu zadovoljiv ako je zadovoljiv bar jedan njegov ¢lan.

Primecujemo da se ovde razmatraju samo formule specijalnog oblika, tj klauze.
Takode, u ovom sistemu nema aksioma, ve¢ se izvodenje svodi na primenu jednog
jedinog pravila.

Pravilo rezolucije

Metod rezolucije se sastoji od niza primena pravila rezolucije na skup
klauzula. Pravilo rezolucije ¢uva zadovoljivost, tj. ako je skup klauzula S bio
zadovoljiv, onda ¢e biti zadovoljiv i skup klauzula koji se od S dobija pravilom
rezolucije. Prema tome, ako se metodom rezolucije dobije skup klauzula koji sadrzi
praznu klauzulu (koja je nezadovoljiva), onda mora biti nezadovoljiv i polazni skup
klauzula. Pravilo rezolucije dato je sledecom definicijom.
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Definicija 4: neka su Cq i C, klauze i neka su L; i L, komplementarni literali, takvi
da se L; nalazi u Cq, a L, u C,. Rezolventa klauza C; i C, po literalima L i L, je
klauza Res(C,,C,,Lq,Ly) = (C\{L1}) U (C,\{L,}) dobijena tako §to je iz C,
izbrisan L4, a iz C, izbrisan L,, i preostali literali povezani disjunkcijom. Klauze C;
i C, su roditelji, a rezolventa njihov potomak.

Primer 1:

Rezolucijom klauza (p V —q) i (q V r) dobija se klauza (p V 1).

Rezolucijom klauza (—p V q V1) i (—q V s) dobija se klauza (=p Vr V s).
Rezolucija se ne moZe primeniti na klauze (p V =q) i (-q V r).

U sledecoj teoremi ¢emo pokazati da, kada skup klauza proSirimo nekom
rezolventom klauza iz skupa, dobijeni skup ne sadrzi nove informacije u odnosu na
polazni skup, zapravo da su ta dva skupa medusobno ekvivalentna. Odatle je niz
primena rezolucije logicki ispravan postupak zakljucivanja.

Teorema I: Neka su C; i C, dve klauze i R njihova rezolventa. Tada je:

{C1, G} = {C,, Gy, R}

Dokaz: Neka je I interpretacija za koju je I = {C;,C,, R}. Tada je trivijalno i
I ={Cy,C,}.

Obrnuto, neka je I interpetacija za koju je I = {Cy,C,}, tj. [ E C; i I E C,. Neka su
L 1 =L literali po kojima se vrsi rezolucija klauza C; i C,, takvi da je: L € C; i
L €C,. Ako I £ L, onda I & C,\{~L}, pa I & R. Sli¢no je i za I = L. Dakle,
I ={C;,Cy, R}

Definicija 5: neka je S konacan skup klauzula. KaZemo da je klauzula C rezolventni
izvod iz skupa S ako postoji konacan niz klauzula Cq, C5, ..., C;, gde je C;, = C, takav
da svaka klauzula tog niza pripada skupu S ili se dobija pravilom rezolucije od
ranijih formula u nizu. U tom slucaju takode kazemo da je skup rezolventnih izvoda
iz S dobijen metodom rezolucije iz skupa S.

Formalni sistem zasnovan na pravilu rezolucije pociva na slede¢em tvrdenju:

Teorema 2: (potpunost i saglasnost metoda rezolucije) Skup klauzaS je
kontradiktoran ako i samo ako je prazna klauza u skupu Res(S).

Dokaz: prema teoremi 1 je Res(F) =~ F.

Ako je @ € Res(F), ovaj skup je kontradiktoran, poSto nijedna interpretacija ne
zadovoljava praznu klauzu.

Ako je skup F nezadovoljiv, to je i skup Res(F). Na osnovu teoreme o kompaktnosti
(skup formula T je zadovoljiv ako i samo ako je svaki njegov konacan podskup
zadovoljiv.) iz skupa Res(F) se mozZe izabrati konacan nezadovoljiv podskup
S ={C4,Cy, ..., Cpp}. Oznacimo sa |C| broj literala u klauzi C.

Tvrdenje ¢emo dokazati indukcijom po broju n = |C4| + --- 4+ |Cy, | — m. Ako je

n = 0, moguce je da su ili sve klauze jednoclane, ili da je neka klauza prazna. U
drugom slucaju tvrdenje je dokazano, dok u prvom, posto je S nezadovoljiv,
moraju postojati dve klauze ¢iji su literali komplementarni. Primenom pravila
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rezolucije na ove dve klauze izvodi se prazna klauza, pa je @ € Res*(F). Neka
indukcijska pretpostavka vazi za svako n < k i neka je

n=|Cy| + -+ |Cp| —m = k. Sada bar jedna od klauza sadrzi bar dva literala,
neka je to C;, ona je oblika C{ u Cl:', gde su oni neprazni skupovi literala.
Posmatrajmo skup klauza {Cl, v, Ci_q, C{, Cit1y s Cm}. Kako je skup S
nezadovoljiv, nezadovoljiv je i ovaj skup, ali je za njega |Cy| + -+ |C;p| — M < k,
pa se iz ovog skupa klauza mozZe izvesti prazna klauza. Ako u tom izvodenju nije
ucestvovala klauza Ci’, isto vazi za polazni skup S. Ako jeste ucestvovala u
izvodenju prazne klauze, razmotrimo izvodenje u kome se umesto nje koristiC;. To
bi bio dokaz zaC{ . Ponovnom primenom indukcijske pretpostavke na skup
{Cl, v, Ciq, le', Cit1, Cm} zakljucujemo da se i iz ovog skupa izvodi prazna klauza.
Odatle se i iz polaznog skupa klauza izvodi S prazna klauza.

Primer 2:

Neka je skup klauza F = {{—|p, q},{—q}, {p}}. Rezolventa prve dve klauze skupa je
klauza —p. Rezolviranjem ove i poslednje klauze iz skupa F izvodi se prazna
klauza. Prema Teoremi 2 skup klauza F je kontradiktoran.

{—p.q} {—q3}

{—p} (p}

{0}

Slika 1: Rezolucijsko izvodenje iz primera

Primer 3: Metodom rezolucije se iz skupa {{—m}, {—q}, {r}}ne moZe izvesti prazna
klauza. Ovaj skup klauza je, dakle, zadovoljiv.

Rezolucijsko izvodenje se ponekad prikazuje u formi drveta. Izvodenje prazne
klauze u primeru 2 je prikazano na Slici 1.

Teorema 3: (saglasnost pravila rezolucije) Neka je skup klauza S dobijen od skupa
klauza S primenom pravila rezolucije. Ako neka valuacija zadovoljava skup S, onda
ona zadovoljava i skup S.

Dokaz: pretpostavimo da valuacija v zadovoljava sve klauze iz skupa S. DokaZimo
da ona zadovoljava i sve klauze iz skupa S. Pretpostavimo da je pravilo rezolucije
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primenjeno na klauze C, i Cy i da je njihova rezolventa klauza C,. Jedina klauza
koja pripada skupu C, a moguce ne pripada skupu S je klauza C,. DokaZimo da
valuacija v zadovoljava klauzu C,. Pretpostavimo da klauza C, sadrZi literal /, a
klauza Cy literal [. Ako je literal / tatan u valuaciji v, onda je literal [ netadan, pa
u klauzi mora da postoji neki literal (razli¢it od ) koji je ta¢an u valuaciji v. Taj
literal je element klauze C,, pa je i ona zadovoljiva u valuaciji v. Ako je literal /
netacan u valuaciji v, onda u klauzi mora da postoji neki literal (razli€it od /) koji
je tadan u valuaciji v. Dakle, svaka klauza iz skupa S tagna u valuaciji v, odakle
sledi tvrdenje teoreme.

Na prvi pogled rezolucija nije pogodna za rad sa iskaznim formulama
proizvoljnog oblika. Medutim, kao $to je pokazano, svaka iskazna formula ima
ekvivalentnu formulu u konjunktivnoj normalnoj formi, odnosno definicionu formu
koja je zadovoljiva ako i samo ako je zadovoljiva i sama formula. Na osnovu
prethodnog tvrdenja i cCinjenice da je formula A zadovoljiva pri nekoj
interpretaciji / ako i samo ako —A nije zadovoljivo pri interpretaciji /, moguce je
ispitivanje valjanosti, odnosno zadovoljivosti svih formula iskazne logike. Ako se
Zeli ispitati valjanost formule A, ona se najpre negira, potom se tako dobijena
formula prevede u konjuktivnu normalnu formu ili definicionu formu i potom
primenom rezolucije pokuSava izvodenje prazne klauze. Ako se u tome uspe, skup
klauza koji odgovara KNF(—A), odnosno definicionoj formi formule —A, je
kontradiktoran, pa je kontradiktorna i formula —A, odnosno A je valjana. Da li je
formula zadovoljiva ili kontradikcija ispituje se analognim postupkom u kome se
polazi od KNF(A) ili definicione forme formule A. Ako se rezolucijom dobije
prazna klauza, formula A je kontradikcija, a u suprotnom je zadovoljiva.

Primer 4: negiranjem formule p = (g = p) i njenim prevodenjem u KNF, dobija
se skup klauza F = {p, q, =p}. Primenom pravila rezolucije na prvu i tre¢u klauzu
skupa izvodi se prazna klauza, pa je formula p = (q = p) valjana.

Zaustavljanje metoda rezolucije

Ako je skup klauza F konacan, pokaza¢emo u narednoj teoremi, da ¢e i
skup Res(F) biti takode konacan, pa se moZe dobiti u konacno mnogo koraka
izvodenja. Ovo je bitno, poSto garantuje da ¢e se, ako racunar ima dovoljno
memorije, uvek dobiti odgovor na postavljeno pitanje (zadovoljivost, odnosno
valjanost ulazne formule), S$to je jo§ jedan dokaz odlucivosti tih problema za iskaznu
logiku.

Teorema 4: (zaustavljanje metoda rezolucije) Metod rezolucije se zaustavlja.

Dokaz: U svakom koraku metoda rezolucije teku¢em skupu se dodaje nova klauza.
Klauze su skupovi literala, pa nije bitan poredak literala u njima, a viSestruka
pojavljivanja literala u klauzi nisu moguca. Nad skupom od n iskaznih slova ima 2n
razlicitih literala (za svako iskazno slovo p postoje literali p i —p) i svaki od njih
moZe da se pojavljuje ili ne pojavljuje u klauzi, te razlicitih klauza ima 22" = 4",
Dakle, metod rezolucije se zaustavlja u konacno mnogo koraka, jer se iz literala iz
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skupa S moZe izvesti samo konacan broj (novih) klauza (taj broj medutim moZe biti
ekponencijalno veliki (u funkciji broja literala u S) i primena procedure rezolucije
moZe da se sastoji od veoma velikog broja koraka).

Programska realizacija metoda rezolucije

Jedna programska realizacija metode rezolucije za iskaznu logiku kojom se
ispituje valjanost iskaznih formula sprovodi se slede¢om procedurom:

procedure IskaznaRezolucija

begin

end

Provesti mnegaciju ulazne formule A u KNF(—A)
ili definicionu formu D1 AD2A...AD,.
F:={D\. D, ..D,}

Resy(F) == F
Resll(F) = R(Resy(F))

while((Resi(F) # Resi—1(F)) and 0 ¢ Res;(F)) do
begin
i=1+1
Res;(F) := R(Res;_1(F))
end
if (0 € Resi(F)) then
Formula je wvaljana
else
Formula nije valjana
end

gde je R funkcija koja kao argument dobija skup klauza E, a kao rezultat vraca skup
E prosiren klauzama koje se dobijaju rezolucijom dve klauze iz skupa E. Svaku
klauzu moZemo pretpostaviti kao listu literala, uredenih po nekom utvrdenom
redosledu, a skup klauza kao listu klauza. U jednom pozivu precedure R rezolviraju
se klauze koje pocinju komplementarnim literalima (Ognjanovic¢ i KrdZavac, 2004.).

20



Metod tabloa

Pod pretpostavkom da imamo klasu modela kojom dajemo znacenje
formulama i neki formalni sistem koji karakteriSe tu klasu modela, obi¢no je
pogodno koristiti aksiomatski sistem da bi se pokazalo da formula jeste valjana
formula, dok je konstrukcija kontramodela, koja je semantiCki postupak, pogodnija
da se pokaZe da nesto nije valjana formula. U metodi analiti¢kih tabloa pokusava se
objedinjavanje ova dva postupka, tj. formalno i sistematski se nastoji napraviti
kontramodel za neku formulu, pa ako se u tome ne uspe, metoda garantuje da je
formula valjana.

Formulacija metoda tabloa

U bilo kojoj (fiksnoj) valuaciji v vazi:
1.
a) ako je formula —A tacna, onda je A netacna;
b) ako je formula —A netacna, onda je A tacna;
2.
a) ako je formula A A B ta¢na, onda su A i B tane;
b) ako je formula A A B neta¢na, onda je neta¢na A ili je netacna B;
3.
a) ako je formula A V B tacna, onda je ta¢na formula A ili je tacna formula

b) ako je formula A V B neta¢na, onda su A i B netacne;

4.

a) ako je formula A = B tacna, onda je ili A neta¢na ili B ta¢na;
b) ako je formula A = B netacna, onda je A tacna i B netacna.

Definicija 6: neka se iskazni jezik sastoji od prebrojivog skupa @ iskaznih slova,
logi€kih veznika A, V,— i =, i zagrada. Neka su 7'i F novi formalni simboli koji
se ne nalaze u iskaznom jeziku. Ako je A iskazna formula, onda su 7A i FA
oznacene formule. Konjugat oznacene formule 7A je formula FA i obratno.
Oznacene formule shvatamo na slede¢i nacin. Za proizvoljnu interpretaciju I,
I(TA) = I(A) i I(FA) = I(A). Zapravo znak T ispred formule se moZe shvatiti
kao “tacno je”’, dok se znak F moZe shvatiti kao “netacno je”. U Tabeli 1.
prikazacemo podele na te dve grupe formula i njihove komponente oy, a5, f; i
B,formule.
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Tabela 1: Formule o i 3

a aq a, ﬁ ﬁl ﬁZ
TANB | TA TB FAAB | FA FB
T =A FA FA
F —A TA TA

Ocigledno je da se a formule ponasaju sli¢no konjukciji, dok se  formule, ponaSaju
sli¢no disjunkciji. Taj iskaz je dokazan slede¢im tvrdenjem:

Teorema 5: za proizvoljnu interpretaciju I vazi:

I(a) = T akoisamo ako I(ay) = I(a3)

I(f) = T akoisamo ako I(f) =I1(B;)

Oznacena formula je tac¢na pri interpretaciji / ako i samo ako je njen konjugat
netacan.

Uloga formulacije metode tabloa je da se mnogobrojni sluc¢ajevi sloZenih
formula koje treba analizirati svode samo na dva, tj. na slucaj alfa i beta formula.

a
o B

| /N
aw B B

Slika 2: a i  pravilo
Tablo

Definicija 7: analiti¢ki tablo za formulu A je uredeno stablo (tj. stablo u kome je
skup sledbenika svakog Cvora ureden) tako da je svakom Evoru pridruZena neka
oznacena formula. Ono se konstruiSe iterativno na slede¢i nacin:
e Korenu stabla se pridruZuje oznacena formula FA.
e Ukoliko neka grana od korena do lista stabla sadrZi oznacenu formulu koja
jos nije iskori§¢ena, odnosno, nije na nju primenjeno odgovarajuce pravilo,
u zavisnosti od podtipa formule, nastavak konstrukcije je moguce izvesti na
dva nacina:

— a-pravilo: ako imamo neku o neiskoriS¢enu formulu na grani,
tada se grana produzava sa jednim ¢vorom, i pridruZuje mu se
formula a4, odnosno sa dva nova ¢vora od kojih jedan sadrzi ay
formulu, a drugi formulu «,.
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— P -pravilo: ako imamo neku P neiskori$¢enu formula na grani, tada
listu grane dodaju dva sledbenika, pri ¢emu levi sledbenik sadrzi
formulu f;, a desni formulu £3,.

MozZemo primetiti da u zavisnosti od toga kojim redosledom na
neiskoriS¢ene formule primenjujemo o i f pravila, za isto oznacenu formulu
moZzemo Kkonstruisati razli¢ita stabla. Jedan od nacina za Kkonstrukciju je
sistematicna konstrukcija, odnosno da pravila nikad ne primenjujemo na oznacenu
formulu ukoliko nisu ve¢ iskoriS¢ene sve formule koje su u istoj grani iznad nje.
Drugi nacin je da damo prednost o- formulama, tj. da prvo primenjujemo o-pravila,
na sve neiskoriS¢ene formule, a tek nakon toga B -pravila. Slede¢a dva primera
ilustruju navedena pravila.

Primer 5: (sistematicna konstrukcija) sistemati¢no konstruisan tablo za formulu
(p = q) = (~q = —p) izgleda ovako:
Flp=4q)=(—~q= -p)
|
T(p=q)
|
F(—|q = —|p)
N

Fp Tgq

F—|p F—ﬂ

Fq Fq

Tp X

X
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Primer 6: (prednost o-formula) konstruisimo tablo formule
(p = q) = (—q = —p) dajudi prednost a-formulama:

F(p=4q)= (~g=-p)

T(p=yq)

F(—q=—p)

T—q

Fq

/N

Fp Tq

Tp X

X

Posmatrajuéi prethodne primere, vidimo da je proces rastavljanja oznacene
formule mnogo efikasniji ako damo prioritet o-formulama. Time razliite grane
tabloa ne sadrZe iste delove. Dakle, ako imamo moguénost izbora, biramo tu
strategiju rastavljanja.

Definicija 8: grana tabloa je zatvorena ako se na njoj nalazi neka formula i njen
konjugat, ili preciznije ako sadrZi ¢vorove kojima su pridruZene formule 7B i FB. U
suprotnom, kaZemo da je grana tabloa ofvorena. Zatvorenu granu tabloa
obeleZavamo sa X. Tablo je zatvoren ako je svaka njegova grana zatvorena.
Definicija 9: grana tabloa je zavr§ena ako su odgovarajuca pravila konstrukcije
primenjena na sve ¢vorove sa te grane. Tablo je zavrsen (kompletiran) ako mu je
svaka grana zavrSena.

Zaustavljanje metoda tabloa

Teorema 6: (zaustavljanje metoda tabloa) metod tabloa se zaustavlja.

Dokaz: Svaka oznafena formula u korenu stabla ima konacan broj simbola, a
primenom pravila a i f , oznacene formule u novim ¢vorovima imaju bar jedan
simbol manje od prethodne oznacene formule. Dakle, posle kona¢no mnogo koraka
dobijamo tablo u kome nema neiskoriS¢enih oznacenih formula. Stoga, metod
tabloa za svaku oznacenu formulu se uvek zaustavlja.
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Korektnost i kompletnost metode tabloa

Definicija 10: grana tabloa je zadovoljiva ako postoji valuacija koja zadovoljava sve
oznacene formule u toj grani. Tablo je zadovoljiv ako postoji valucija v takva da je
bar jedna grana zadovoljiva pri toj valuaciji.

Definicija 11: za dva uredena tabloa T; i T, na ¢ijim se ¢vorovima nalaze oznacene
formule, kaZzemo da je T, direktno proSirenje od T; , ako se T, dobija iz Ty
primenom jednog od a i § pravila.

Dakle, tablo T je tablo za formulu A ako postoji konafan niz tabloa
T:, Ty, ..., T, =T, takvih da je Ty tablo sa jednim ¢vorom (korenom) oznacen sa
FA, a za svakoi € {1,2,...n — 11}, T;,, je direktno proSirenje od T;.

Teorema 7: ako je tablo T; zadovoljiv i T, njegovo direktno proSirenje, onda je i
tablo T, zadovoljiv.

Dokaz:neka je grana 0 zadovoljiva u tablou T; za valuaciju v. Ako primena pravila
o 1 f za dobijanje tabloa T, ne menja granu 6 , tada T, ima granu 6, koja je
zadovoljiva, pa na osnovu definicije sledi da je i tablo T, zadovoljiv. Sad ¢emo
razmotriti situaciju kad se primenom pravila menja grana 6. Razlikujemo dva
slucaja:

* Ako je primenjeno pravilo tipa o na formulu o , onda su grani sukcesivno
dodata dva nova ¢vora @, i @, ili je dodat ¢vor sa jednom formulom a; .
Tada je formula a tacna u valuaciji v ako su ta¢ne formule a4 i @, u toj
valuaciji. Analogno u slu¢aju sa jednim ¢vorom. Dakle, grana koja je
dobijena od 6 je takode zadovoljiva, pa tablo T, ima zadovoljivu granu tj.
T, je zadovoljiv.

e Ako je primenjeno pravilo tipa f na formulu f, onda su grani dodata dva
nova ¢vora sa pridruzenim oznacenim formulama f; i f,. Znamo da za
formule tipa f vaZi da je formula f tacna u valuaciji v ako je bar jedna od
formula f; i B, tacna u toj valuaciji. Tada je bar jedan nastavak grane
0 zadovoljiv, a time je zadovoljiv i tablo T5.

Teorema 8: (korektnost metoda tabloa). Ako se neka iskazna formula A moZe
dokazati metodom tabloa (pobijanjem), onda je formula A tautologija.

Dokaz: pocetni tablo za formulu A sadrZi samo koren kome je pridruZena formula
FA. Na osnovu prethodnog tvrdenja znamo da ako je formula zadovoljiva onda
svaki tablo dobijen od poc¢etnog tabloa ima zadovoljivu granu. Prema tome, ako je
tablo zatvoren, Sto znaci da nema ni jednu zadovoljivu granu, sledi da ni pocetna
oznacena formula FA nije zadovoljiva, tj. formula —A je nezadovoljiva, pa je
formula A tautologija.

25



Primer 7: koriste¢i metod tabloa pokazimo da je formula
(AV(BAC)) = ((AV B) A (AV 0)) tautologija.

F((AV(BAC)) = ((AVB)A(AAC)))

T(AV (BAC))

F((AVB)A(AVC))

TA T(BAC)

F(AvB) FAvC(C) TB
| | |
FA FA TC
| | 7 /A\“\_
FB FC  F(AVB) F(AVC)
| | | |
X X FA FA
| |
FB FC
| |
X X

Sad nam ostaje da ispitamo da li vaZi i obrat prethodne teoreme, tj. da li se
svaka taugologija moZe dokazati metodom tabloa. Ili preciznije, da li za svaku
tautologiju A postoji bar jedan zatvoren tablo u ¢ijem se korenu nalazi oznacena
formula FA.

Definicija 12: kazemo da je skup iskaznih formula S Hintikin ili nadole zasi¢en ako
zadovoljava sledece uslove:
® Hj: ne postoji iskazna promenljiva p takvadaiTp € SiFp € S
e H,: ako za neku a-formulu vazi a € S, tada su i a;,a, € S, odnosno,
odgovaraju¢a formula a; € S
® H;:ako zaneku f -formulu § € S, tada 8, € Sili f, € S.

Iz toga moZemo da zaklju¢imo da ako je tablo kompletiran (zavrSen), onda je
skup oznacenih formula koje pripadaju svakoj otvorenoj grani tog tabloa Hintikin.

Lema I:(Hintikina lema) svaki Hintikin skup oznacenih formula je zadovoljiv.
Dokaz: neka je S proizvoljan Hintikin skup oznacenih formula. TraZimo valuaciju v
u kojoj je svaki element skupa S tacan. Za svako iskazno slovo koje se pojavljuje u
bar jednoj formuli skupa S, definiSemo istinitosnu vrednost na slede¢i nacin:

e akojeTp € S,ondav(p)=1

e akoje Fp € S, onda v(p) =0
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e ako ni Tp ni Fp ne pripadaju skupu S, tada p uzima proizvoljnu vrednost,
ali zbog odredenosti uzimamo v(p) = 1.

Navedena definicija je korektna, jer ni za jedno iskazno slovo ne moZe da
vaziTp,Fp € S. Neka je sloZenost oznaene formule jednaka sloZenosti
odgovaraju¢e neoznacene formule. Indukcijom po sloZenosti oznacenih formula
dokazacemo da valuacija v zadovoljava sve oznacene formule skupa S.

Baza: svaka oznacena formula sloZenosti 0 tj. oznacena iskazna promenljiva koja
se nalazi u skupu § tacna je u svakoj valuaciji (valuaciju v smo definisali tako da bi
to vaZzilo).

Indukcijska hipoteza: pretpostavimo da tvrdenje vazi za sve elemente skupa S ¢ija
je sloZenost manja od n,(n > 0) tj. da valuacija v zadovoljava sve oznacene
formule sloZenosti manje od n.

Indukcijski korak: dokazujemo da je u valuaciji v tatna ozna¢na formula A
sloZenosti n. Kako je sloZenost oznafene formule bar 1, razlikujemo dva slucaja:
ona je tipa a ili tipa S.

Neka je oznacena formula tipa a. Iz uslova H,sledi da aq,a, € S, odnosno,
odgovarajuéa formulaa; € S.Kako je sloZenost formula a; i @, manja od n, za njih
vazi indukcijska hipoteza, te su one tacne u valuaciji v.Iz toga sledi da je i formula a
tacna u valuaciji v.

Neka je oznacena formula tipa . Iz uslova Hj sledi da za odgovarajuce formule £5; i
B, vazi ; € Sili B, € S. Kako je slozenost formula ; i f, manja od n, bilo koja
od njih pripada skupu S, te na osnovu indukcijske hipoteze, ona mora da bude ta¢na.
Dakle, formula § je ta¢na u valuaciji v.

Dakle, opisanom indukcijom smo dokazali da je svaki element iz skupa S tacan u
valuaciji v, pa je Hintikin skup S zadovoljiv.

Teorema 10: (kompletnost metoda tabloa) ako je neka iskazna formula A valjana,
onda se ona moZe dokazati metodom tabloa, tj. ako je formula A tautologija,
svaki zavrSeni tablo za A mora biti zatvoren.

Dokaz: dokaza¢emo kontrapozicijom tj. ako postoji neki zavrSen tablo za formulu
FA koji je otvoren, onda formula A nije tautologija. Pretpostavimo da postoji neki
zavrSen tablo sa korenom FA koji je otvoren. To zna¢i da on ima bar jednu
otvorenu granu tj. granu koja ne sadrZi par konjugovanih oznacenih formula 7B i
FB. Kako je skup oznacenih formula koje pripadaju toj grani Hintikin, na osnovu
prethodne leme sledi da je taj skup zadovoljiv. Prema toma, zadovoljiva je i
oznacena formula FA, pa formula A nije tautologija.

Programska realizacija metode tabloa

Metoda analitickih tabloa se moZe isprogramirati na slede¢i nacin: formula

weeo

a listovi iskazna slova formule. Tablo se konstruiSe kao binarno drvo C¢iji
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¢vorovi sadrZe pokazivace na delove drveta formule i oznake 7" i F, zavisno od
toga koji prefiks ima formula koja odgovara ¢voru. Ako se radi sekvencijalno,
konstrukcija tabloa se odvija grana po grana u skladu sa pravilima izvodenja. Posle
primene svakog pravila izvodenja proverava se da li je grana zatvorena ili zavrSena.
Ako je grana zatvorena, prelazi se na slede¢u granu ako takva grana postoji.
Ako je grana zavrSena, a nije zatvorena, polazna formula nije valjana i eventualno
se moZe prikazati njen kontramodel. Ako su sve grane zatvorene, formula je
valjana. Memorijska reprezentacija svake grane podseca na stek na koji upravljacki
program dodaje nove ¢vorove, odnosno sa koga oslobada nepotrebne Cvorove
prilikom prelaska na novu granu. Pogodnost ovakvog postupka je malo memorijsko
zauzece poSto nema kopiranja podformula formule A. U paralelnom izvodenju je
pogodno na svaki raspoloZivi procesor poslati poseban deo formule koji odgovara
jednoj ili viSe grana, pa se moZe uraditi prilikom primene B pravila kada se leva
grana zadrZava na aktuelnom procesoru, a desna Salje na neki slobodni procesor
(Ognjanovic i KrdZavac, 2004.)

Zakljucak

U ovom radu, bavili smo se pregledom metoda u iskaznoj logici: metod
rezolucije 1 metod tabloa, koje koristimo za dokazivanje zadovoljivosti nekih
formula. Pravilo rezolucije, zapravo je uopStenje pravila modus ponens. Modus
ponens se moZe predstaviti kao primena pravila rezolucije na klauze {—=p V q} i {p},
pri ¢emu se dobija klauza {q}. Ova metoda je po svojoj prirodi mehanicka,
orijentisana prema rac¢unarskom izvrSavanju. To primecujemo kod primene na vece
skupove formula kada se pojavljuje ogroman broj klauza. Ona se izucava, pored
jednostavnog nacina izvrSavanja, i zbog toga §to predstavlja osnov mehanizma
izvodenja na kome je baziran programski jezik Prolog (Ognjanovi¢ i KrdzZavac,
2004.). Rezolucija se moze primeniti samo ako je mogucée proizvoljne formule
prevesti u oblik konjuktivne normalne forme, $to nije slucaj u vecini logika. Metod
tabloa, za razliku od metoda rezolucije, moZe da se primenjuje i na iskazne formule
koje nisu u konjuktivnoj normalnoj formi. On se definiSe nad skupom veznika
(V,A, -, =)i predstavlja sistematicko traganje za nekom valuacijom koja
zadovoljava datu formulu. Kod ovog metoda proces zapisujemo u obliku stabla, i
rezultat ¢itamo na krajevima grana. Ako su ostale otvorene valuacija postoji, a ako
su se sve grane zatvorile, dosli smo do kontradikcije i valuacija ne postoji.

Oba metoda, mnogo jednostavnije se primenjuju na racunaru, nego drugi,
Sto znatno uvecava njihov znacaj. Takode, efikasnije je ispitati zadovoljivost
(nezadovoljivost) formule pomoc¢u njih, nego preko istinitosnih tablica.

28



Literatura

Jani¢i¢, P. (2008). Matematicka logika u racunarstvu. Beograd: Matematicki
fakultet

Madarasz-Szilagyi, R. (2012). Matematicka logika. Novi Sad: Prirodno-
matematicki fakultet.

Maksimovi¢, P. (2008). Jednoclani potpuni skupovi veznika za iskaznu logiku.
Beograd: Matematicki fakultet.

Ognjanovi¢, Z., & Krdzavac, N. (2004). Uvod u teorijsko racunarstvo. Beograd -
Kragujevac: Samostalno autorsko izdanje.

RESOLUTION METHOD AND METHOD OF TABLEAU IN
PROPOSITIONAL LOGIC

Summary

In this paper we will show the importance of the resolution method and metod of
tableau in the propositional logic. Resolution method is used when we want to examine
whether a set of clauses is satisfiable or unsatisfiable, and the tableau method is used to
disproof the statement formula, i.e. to determine its disatisfaction.
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